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BUCURESTI

Clasa a X-a

1. Aratati ca, dacan € Nyn > 2 i ay,aq, . .., a, sunt numere reale pozitive, atunci
I+a)(1+4a)...(1+a,) = 1+ Varag...an)™.

Solutie. Desfacand parantezele, este suficient sa aratam ca Z aias...ap = C,’f ( vaias ... an)kpentru k=
sim

1,2,...,n. Deoarece suma din membrul stang are C¥ termeni si fiecare a; apare de C’ 1 ori, inegalitatea

medillor aplicata pentru suma din membrul stang ne spune ca ea este cel putin C’ff(al .. ap)P, unde p =

C%’gcrlij = %, adica exact membrul drept.

Cre o < < . o n+1 n .
2. Ari#tati ca, dacd n este un numér natural, atunci numarul N = 5% +5° + 1 nu este prim.

Solutie. Dacs notam 5°" =a > 5, atunci N =a® +a+1=a°—a’>+a®>+a+1=(a®>+a+1)(a®—a®+1)
iar cei doi factori sunt mai mari ca 1.
3. Determinati minimul expresiei log, (xg — i) +log,, (xg — i) +...+log, | (mn — i) +log, (acl — i)

cand z1,x9,...,2, € (l, 1)

Solutie. Deoarece x — % < 2? si logaritmii au baza subunitars, suma este cel putin 2 Zk 1log,, wry1 = 2n
(folosind si inegalitatea mediilor). Egalitatea cu 2n se obtine pentru z; = ... =z, = , deci minimul este
2n.

4. Fie D={z€C| |z| =1} si f: D = R, f(2) = max{|z + 1|,]22 + 1|}. Determinati minimul functiei f.

Solutie. Avem |z + 12+ 22 +1] > |(z +1)?2 = (22+1)| =2|z] =2,deci |2+ 1] >1sau |22 +1] > 1.
Deducem f(z) > 1, Vz € D. Se verificd imediat ci, dacd €2 + ¢ + 1 = 0, atunci |¢| = 15si f(e) = 1, deci
min f = 1.

5. Determinati functiile injective f : N — N care au proprietatea 2f(f(n)) < n+ f(n), Vn € N.

Solutie. Evident functia identica verificd; aratam ca este singura. fntr—adevér, in caz contrar, daca

ludm cel mai mic n pentru care f(n) # n, atunci din f(n) # f(k) = k pentru k = 0,1,...,n — 1 rezulta
f(n) > n. Deducem 2f(f(n)) < n+ f(n) < 2f(n), deci f(m1) < my, unde my = f(n). Reiese inductiv ca
f(f(m1)) < f(m1) =ma, ..., f(mk) < mg, unde f(mg) = my41 pentru k= 1,2,... . Obtinem astfel un sir

strict descrescator de numere naturale — imposibil.

6. Determinati numerele intregi m pentru care numirul a = v/m? — 35 4+ v/m3 — 1 este rational.

Solutie. Fie b = v/m2 —35¢m3 —1; avem a® = m> + m? — 36 + 3ab, deci ab € Q. Daca a = 0,
atunci 0 = m? + m? — 36 = (m — 3)(m? + 4m + 12), iar m € Z implicd m = 3. Daci a # 0, atunci b € Q si
V/m?2 — 35, v/m3 — 1 sunt ridicinile ecuatiei t> —at+b = 0. Deducem m?® —1 = 3 = at? —bt; = (a®—b)t; —ab,
deci t; € Q sau a? = b; in ambele cazuri rezultd cid vVm3 —1 € Q, deci m3 — 1 = n3, n € Z. De aici reiese
m—n =m?+ mn+n? = +1, de unde m = 0 sau m = 1. Niciuna dintre aceste valori nu convine, deci
ramane doar m = 3.
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7. Rezolvati sistemul de ecuatii { (logy ) (logy y) = 1

Solutie. Observam ca log, z > 0 si log, y > 0 - In caz contrar ar iegi 2¥ +2¥ < 4. Din inegalitatea mediilor
rezultd log, x + log, y > 2, deci zy > 4, apoi « +y > 4, de unde 2% + 2Y > 2/ 27+ > 2v/24 = 8. Pentru a
obtine egalitate este necesar ca x = y = 2, caz care convme

8. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei > — 3z = vz + 2.

Solutie. Observam c&, dacd x > 2, atunci 2> — 3z > 42 — 3z = = > /= + 2, deci solutiile ecuatiei verifici

€ [~2,2]. Substituind z = 2cost, ¢ € [0, 7], ecuatia devine 2 cos 3t = 2 cos £, de unde 3t = £ +2k7r ke Z.

4k7r

Rezulta solutiile t = =% kK =0,1saut = 4’“—” k =0,1, deci avem trei solut;u reale: 2, 2cos , 2cos 4r =



