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BUCURESTI

Clasa a XI-a
1. Aratati ca exista o functie unica f : R — R astfel incat (f(:c))5 + 28 f(x) — 2% = 0,Vx € R si aceastd
functie este continua pe R. Este functia derivabila in 07
Solutie. Avem f(z) = 0 < x = 0. De asemenea, f(—z) = —f(z), agsa cd studiem doar cazul z > 0.

Observam c&, in acest caz, 0 < f(z) < z. Ludm g(z) = @ € (0,1) si avem ¢°(z) + 2%g(x) = 1, sau
(1—g°(z)) /g(x) = 2*. Ecuatia h(g(z)) = 2%,z # 0 are solutia unicd g(z) = h~*(2?), unde h : (0,1) —
(0,00), h(t) = (1 —t3)/t. Cum h este continui, rezultd ci g este continui pe R\{0}. Deoarece h este
)
m

marginita, lim f(z) = lim zh~1(2?) = 0 = f(0), deci f este continud si in 0. Apoi f/(0) = li
z—0 z—0 z—0
iii% h=t(z?) = 1.
2. Aratati cd daca o functie f : R — R este derivabila si are derivata strict crescatoare, atunci f este
nemarginita.
Solutie. Dacd existd o astfel incat f/(zg) > 0, atunci f(z) — f(zo) = (x — xo) [ (cx) > (x — x0) f'(20)

pentru x > xg, deci lim f(z) = co. In caz contrar exista xq astfel incat f'(x¢) < 0 si, rationand ca mai sus,
xr—r 00

lim f(z) = —o0.
T—r—00
3. Functia f : [0,1] — (0,00) este de doud ori derivabila si indeplineste conditiile f(0) = 2, f/(0) = —
f(1) = 1. Demonstrati ci existd a € (0,1) astfel incat f(a)f'(a)+ f"(a) = 0.
Solutie. Consideram g(z) = 1 f?(x ) ' (x ) avem ¢(0) = 0. Teorema lui Lagrange aplicata functiei 1/ f ne

da un punct ¢ € (0,1) astfel ncat — ((i) = 1, deci g(c) = 0. Concluzia rezultd acum din teorema lui Rolle

aplicata lui g.

4. Rezolvati ecuatia 2% + 3% 4 6% = 322 + 5z + 3.

Solutie. Observam solutiile —1,0,1. Daca ar mai exista inca una, derivata a treia a functiei f : R — R,
f(x) = 2% + 3% + 6% — 322 — 5x — 3 ar avea cel putin o radicina (Rolle aplicat pentru f, apoi f/, apoi f),
contradictie cu f”/(z) = 2*In®2 4+ 37 In® 3 + 67 In® 6 > 0 pentru orice z.

5. Aratati ca ecuatia x — arctgx = %, n € N*, are o unica solutie reald x,,. Calculati nhﬁrréo Ty n.

Solutie. Functia f : R — R, f(x) = = —arctg x este strict crescitoare si surjectiva, deci inversabild. Astfel,

z, = f! (%) In plus, f~! este continud si f~1(0) = 0, deci x, — 0. Deoarece n = m, limita
o . 3 3 _ 3 . .
ceruta este nh_{r;o Y ToarET. /3, folosind 1’'Hospital.

6. Fien € N*. Determinati « € C pentru care matricea A = (a;;)1<i,j<n, Unde a;; = { 11—’; m’gss;j ;Z ,
este inversabila si calculati-i inversa in acest caz.

Solutie. Avem A = xI,, + B, unde B este matricea cu toate elementele egale cu 1. Rezultd (A — z1,,)% =
B?2=nB=n(A- xI n), de unde (22 +nx)I, = A((n + 2x)I, — A). Daci z # 0 si z # —n, relatia precedent
aratd cd A7l = ((n+2)I, — A). Daca x = 0 sau x = —n, aratam imediat ca det A = 0.

2+n93
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7. Existd 9 numere prime pozitive distincte p1,pa, ..., pg astfel incat | ps ps ps | =07
b7 P8 Do

Solutie. Da; le luam in progresie aritmetica cu ratia 6. Un exemplu: 7, 13, 19, 17, 23, 29, 31, 37, 43.

8. Fie P un punct cu abscisa nenuld pe graficul functiei f : R — R, f(z) = 2%. Tangenta in P la graficul
functiei intersetecteaza din nou graficul functiei intr-un punct Q). Aratati cd panta tangentei in @) la graficul
functiei este de patru ori mai mare decat panta tangentei in P.

Solutie. Daci P(a,a®), tangenta in P este y — a® = 3a®(z — a), are panta 3a? i taie din nou graficul in
punctul @ de abscisd —2a. Panta tangentei in @ este 3(—2a)? = 12a% = 4 - 3a>.



