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BUCURESTI

Clasa a XII-a

1. Aritati ca daci a si b sunt doud radacini distincte ale polinomului f = X* + X2 — 1 € R[X], atunci ab
este radacing a polinomului X6 + X4+ X3 — X2 — 1.

Solutie. Daca a, b, ¢, d sunt radacinile lui f, atunci ab, ac, ad, be, bd, cd sunt radacinile lui
g= (X —ab)(X — cd)(X — ac)(X — bd)(X — ad)(X —bc) = (X? —mX —1)(X? —nX — 1)(X? —pX — 1),
unde m = ab + cd, n = ac + bd, p = ad + be. Obtinem

g=(X?-1P - X(X2-1)*(m+n+p) +X*(X? - 1)(mn+mp + np) — mnpX>

si m+n+p = 0, mn+mp-+np = (a+b+c+d)(abc+abd+acd+bed)—4abed = 4, mnp = abedXa*+Xa?b?c? = —1,
deoarece Ya? =1 si Ya?b?c? = a2b202d22a—12 = 0, pentru ca %, %, %,é sunt radacinile lui h = X4 — X — 1.

n
2. Fie (a,,) un sir de numere pozitive cu limita 0. Determinati nl;ngo % k21 In (1 + % + an) .

n
Solutie. Daci w,, este girul cerut, atunci z, > = 3" In (1+ £) — fol In(1+2z)de =2In2 — 1.
k=1
Apoi, daca a,, < a pentru n > ng, atunci x, < Z In (1 + = —|—a) — fo In(l+a+z)de = J, unde
"=

J=24+a)ln2+a)—(1+a)ln(l+a) -1 — 2In2 — 1 Astfel, limita cerutd este 2In2 — 1.

3. Fie f,g functii reale continue astfel 1ncat fo f2(x)dx = fo x)dr = 1. Ardtati cd existd a € [0,1]
astfel incat f(a) + g(a) < 2.

Solutie. Avem (f + g)? < 2f? + 2¢?, deci fo z) + g(x))%dr < 4. Daca presupunem f(z) + g(z) > 2
pentru orice x € [0, 1] apare o contradictie.

4. Calculati [ = [ ——302 ___ (g,

0 eT+cosxz+sinx

Solutie. Luam si integrala J = [ Wf:;g% dx. Avem I+ J =7 gl J— I =1n(e® +cosx +sinx)|f, de
unde [ = (7 +1n2 — In(e™ 1))

5. Determinati hm nfo (tgz)"dx.

< Iy < 5

Solutie. Daca In = Tr/4 (tgx)™dx, atunci I, + L, 42 = n+1 si I, > Iy1, de unde T

Limita ceruta este 1/2.

6. Aratati ca daca un grup G are un numar finit de subgrupuri, atunci el este finit.

Solutie. Fiecare element are ordin finit (in caz contrar, daci x are ordin infinit atunci < = > are o
infinitate de subgrupuri: cele de forma < 2™ >, n € N. Daca grupul ar fi infinit, atunci am putea alege
T, € G, n = 1,2,3,... astfel Incat z,41 ¢< 1 > U < 22 > U...U < x, > si am obtine subgrupurile
distincte < z,, >,n € N*.

7. Fie fi = X? —2 € R[X] si for1(X) = fi(fn(X))) pentru n = 1,2,3,... .Aritati cd, pentru orice
n € N*, toate radacinile polinomului f, sunt reale.

Solutie. Céutém radacini de forma 2cost. Avem inductiv f,(2cost) = 2cos2"t, iar cos2™t = 0 are
solutiile tx = 55t + kg, k € Z. Avem 0 < tg <t < ... < tyn_y <, deci f, are cel putin 2" radacini
distincte, de forma 2 cost;. Cum f, are gradul 2", rezulta concluzia ceruta.

8. Fie L = {f € Z5[X] | grad f < 2}. Definim pe L legea de comporzitie ,,0” prin: fog = restul impartirii
polinomului fg la polinomul X3 + X + 1. Demonstrati ca (L, +, o) este corp.

Solutie. Se verificad in mod banal ca (L, +,0) este inel cu 8 elemente. Pentru a dovedi ca este corp, este
suficient sd ardtam ca nu exista divizori ai lui zero. intr—adevér, daca fog = 67 atunci fg este divizibil cu
X3 —tX +1. CAum X3 4+ X +1 este ireductibil peste Zs, reiese ca f sau g este divizibil cu X3 + X —|—T, deci
f=0saug=0.
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