1\"‘ ;IUL NA ‘”0\

/ " GHEORGHE

CONCURSUL ,,MEMORIALUL GHEORGHE MIHOC”
EDITIA A 15-A
ETAPA MUNICIPALA 28 MAI 2016

BUCURESTI

Clasa a IX-a

1. Fie A o multime cu n elemente, n € N* gi .S o multime de submultimi a lui A cu proprietatile:

e orice doud multimi din S au cel putin un element comun;

e daca o submultime M a lui A are cel putin un element comun cu orice multime din S, atunci M face
parte din S.

Aritati ca S are 277! elemente.

Solutie. Submultimile lui A se pot imparti in 27! perechi de multimi complementare. Dacd S are mai
mult de 2”1 elemente, atunci exista o astfel de pereche in S, deci intersectia lor este vida. Daci S are mai
putin de 277! elemente, atunci existd o astfel de pereche X,Y cu X ¢ S, Y ¢ S. A doua proprietate arata

ci exista T,U € S astfel incat TN X =0siUNY =0,deci T CY,U C X, de unde T NU = () - fals.
2. Demonstrati ca, oricum am elimina un patrat 1 x 1 de pe o tabla de sah de

dimensiuni 2" x 2" (unde n € N*), péatratele ramase pot fi acoperite complet cu 4"3_ 1
piese de forma aldturatd (o piesd este alcatuita din trei patrate 1 x 1).

Solutie. Rationam prin inductie. Pentru n = 1 este evident. Presupunem ca afirmatia este adevarata
pentru n si considerm cazul n+ 1. Imp&rtim tabla in 4 sferturi 2 x 2". Conform ipotezei de inductie, sfertul
care contine patratul eliminat poate fi acoperit cu (4™ —1) / 3 piese. Elimindm din celelalte trei sferturi coltul
,,de langd centrul tablei”, acoperim pétratele ramase in aceste sferturi cu cate (4™ — 1) / 3 piese, iar cele trei
colturi eliminate le acoperim cu o piesa.

3. Aritati ca existd numere intregi m,n,p > 2670 astfel incat mnp

Solutie. Daca notam 2336 = g, atunci 22°1¢ —1 =a% -1 = (a2 -1)(a®> +a+1)(a®> —a+1) si a®> — 1 > 2670,
a? —a > 2670,

4. E}) A B, C’ plcloarele bisectoarelor unghiurilor A, B respectiv C ale triunghiului ABC. Aratati ca,
daci AA’ + BB’ + cC' = O atunci trlunghlul este echilateral.

Solugie. Avem AA' = bicﬁ—l— Bre ﬁ BB = —zﬁ—l— ﬁ cCo’ = b B ﬁ Conditia din
)ﬁ—i—( —1)@—0 deundebQ—aC§1c = ab, ceea ce duce

— 22016 —1.

ipoteza revine la (bJr a+b

a+c
laa=b=c.
5. Determinati cel mai mare si cel mai mic element al multimii A = {n + [Z&J] IneN,1<n< 2016}.
Solutie. Din x,, = n + [%] >n+ % —1 > 242016 — 1 > 88 reiese ca elementele multimii sunt cel
putin 89. Pentru n = 45 obtinem x,, = 89, deci min A = 89. Apoi, n + [%] <n+ % < 2017 (ultima
inegalitate fiind justificatd de faptul ci este echivalentd cu (n — 1)(n — 2016) < 0 si pentru n = 1 obtinem
T, = 2017, deci max A = 2017.

6. Demonstrati cd, pentru orice x € R, cos(cosz) > sin(sinz).

7r—2(sin41+cos z) cos 71'—2(cos4m—sin z) Din
(cosx 4 sinx)? = 1 £ sin 22 < 2 rezulta 2| cos z + sin x| < 2v/2 < 7, deci argumentele sinusului si cosinusului

sunt 1n primul cadran, de unde concluzia.

7. Considersim ecuatia 222 — 2ma +m? — 10m + 45 = 0, unde necunoscuta este = si m este un parametru
real. Aratati ca daca ecuatia are radacini reale x1, x9, atunci:

a) 1 si zo se afla in intervalul [5 — /5,5 + v/5];

b) 3 € [5:2].

Solutie. a) Avem 1 + 1o = m si 2v129 = m? — 10m + 45 = (1 + 22)% — 10(z1 + z2) + 45, de unde
(x1 — 5)% + (2 — 5)2 = 5. Astfel, |2; — 5| < /5, i = 1,2, de unde concluzia.

b) Fie t = 71; din 2x1:c2 = (m —5)? +20 reiese t > 0. Avem ¢t + 1 = 15;;25 = FUnO = — f(m) sise
verifica 1med1at cd f(m) < 2. De aici, tinadnd cont ca t > 0, reiese t € [1 2}.

8. Determinati toate func‘gnle f :Z — 7 care au proprietatea 2f(f(x)) —3f(z) + x =0, Vx € Z.

Solutie. Fie g : Z — Z, g(x) = f(x) — x. Atunci g(z) = 2¢(f(z)), de unde g(z) = 2"g(f"(z)), ¥n € N*
(am notat f"l = fo fo...of). Reiese ci 2"|g(x), Vn € N*, deci g(x) = 0, Va € Z. Se verifici imediat ci

—_—

Solutie. cos(cosz)—sin(sinz) = sin(m / 2—cosx) —sin(sinz) = 2sin

de n ori #
functia identica indeplinegte cerinta.



