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CLASA a Xl-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje

intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu

e . , 1 . -
Consideram sirul (X, )pent, Unde x4 = 1six, 1 = °12019 + = VN € N*. Demonstrati ca
n

(Xn)nen €Ste sir convergent si calculati limita sa.

Detalii rezolvare Barem
asociat
Din ipotezd avem x3,, = 2019 + x% 2p
n
3_
Notadm I, [, solutiile ecuatiei 12 — 2019l — 1 = 0si z,, = i’;‘ il ,unde l, < [;
n-2
1 2p
W=l 9T ETh 0019141 oL L L
ZTL+1 = 3 — = 1 = 3 — — 3 = _ZTL
Xn+1 lz 2019 + — - 12 xn(2019 lz) +1 Xn lz ll ll

Xn

Rezultd cd (z,), este progresie geometrica de ratie i—z 2p
1
lZ n-1
Avem z, = z; - (11)
Deoarece |l;| < l;, atunci existd lim z,, = 0.
n—oo
3[2019+v2019%+4 \/20192 .. 1p
Obtinem ca exista llm xn = [y, atunci limx, = \/_ i i , deci sirul
n—-oo

este convergent

Observatie. Demonstratia se poate face cu ajutorul subsirurilor convergente.

Enunt subiect 2, autor Marian Ursarescu (Gazeta Matematica)

2. Fie A € M;(R) cu proprietatea ca det(A2 + 24+ 212) = 0. Demonstrati ca det(A) +

tr(A)=0
Detalii rezolvare Barem
asociat
Din ipotezi avem det(I, + (A +1,)?) =0 2p

Fie P(x) = det(I, + x(A + 1))

Q&




Ultima egalitate se poate scrie det ((I2 +iA+ L)1, —i(A+ 12))) =0 2p
det(l, +i(A+ 1)) =0saudet(l, —i(A+1,)) = 0.

Rezultd P(x) = det(l,) + ax + det(A + I,)x?> = 1 + ax + det(4 + I,) x?, 1p
unde a,det(A+1,) € R

Deoarece P(i) = 0 sau P(—i) = 0, atuncia = 1 — det(A + I,) = 0. Rezulta 1p
det(A+1,)=1

Asadar 1 + det(A) + tr(A) = 1, deci det(A) + tr(A) = 0. 1p

Enunt subiect 3, autor Flavian Georgescu

a) Exista A,B € M,(Z) , cu proprietatea det(A) = det(B) = 0, care

verifica egalitatea
2019 _ p2019 _
A2019 _ p2019 _ .9

b) Fie A, B € M,(Z) astfel incat det(A) = det(B) = 0. Demonstrati ca

A2018 _ 32018 * IZ'

Detalii rezolvare Barem
asociat
~/1 O\., (0 0O . 1p
a)A = (0 O) siB = (0 _1) verifica cerintele .
b) Din Teorema Hamilton- Cayley avem: A2 = Tr(A)A si B> = Tr(B)B. 2p
Rezultd A2018 = Tr2017(4) A s B2018 = T12017(B)pB. 2p
Presupunem ci A2018 — B2018 = |, = Tr2017(A)A — Tr2°17(B)B = I, 1p
Aplicdm urma ambilor membri avem Tr2%18(4) — Tr2018(B) = 2, care este falsd | 1p
deoarece Tr(A),Tr(B) € Z.
Enunt subiect 4, autori Ana-Maria si Daniel Petriceanu
Demonstrati ci sirul (x,)ny+, definit prin x,, = [[;-, cosk este convergent.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Avem % + 2nm — (g + 2nn) = % > 1, atunci exista k,, € N astfel incat 2p
Z 420w <k, < =+ 2nm. Sirul (k,),, este strict crescator.
6 2 g
Rezultda 0 < cos k,, < ? 1p
|Anl _ 2
%, |= |1} cosj| < 1_[ | cosk;| < (\/2_3) unde 4, = {j € T,nlk; < n} P
JEAR
lim|A,| = o« 1p
n—00
De aici deducem ca exista limx, = 0, iar sirul (x,,),, este convergent. 1p

n—oo

Observatie. O alta varianta de solutie foloseste Lema Kronecker.




