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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileazia conform baremului.

Enunt subiect 1, autori : Marcel Tena, Costel Chites.
a) Fie (A,+,-) un inel fara divizori ai lui zero si M ={a,,4,,...,8,} = A care contine cel
putin un element inversabil diferit de 1, cu proprietatea ca este parte stabila fata de
operatia ,,- “
Sisearatecd a +a,+..+a,=0.
b) Dati un exemplu de astfel de inel (A,+,).

c) Daca in ipoteza se pierde integritatea inelului, concluzia ramane adevarata ?

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Fie a, =1 element inversabil, atunci M ={a,-a,,a,-a,,...,a, -4, }, 2p
justificare.
Scrierea egalitatii 8, +a,+...+a, =a, -, +a, -a,+...+a, -a, 2p
Forma echivalenta (a, —1)(a, +a, +...+a, ) = 0si deducerea concluziei. 1p
b) Tn (Z7,+,-) domeniul de integritate (corp finit) consideram 1p

M = {1,2,§, 4, é,é} =U(Z,) ce este grup in raport cu ,,-” avem 2 #1,2 este

A

inversabil si 1+2+3+4+5+6=0

¢) Nu riméne. In inelul neintegru (Z,,+,) considerdm M = {i,é} cu 3 1p

element inversabil: dar 1+3=4=0.

Enunt subiect 2, autori : Costel Chites, Vlad Florentin Drinceanu.
a) Fie - operatie algebrica asociativa pe multimea nevida G . Daca sunt satisfacute
conditiile : 1) exista e, € G pentru care e -X =X, oricare xeG.

i) pentru oricare X € G exista X'e G astfel incat x" x =g
se arate ca (G,-) este grup.
b) Fie A o multime infinitd si notam F = { f| f:A— A funcyie injectivd} .
1) Sa se demonstreze ca (F,o) este monoid.

i) Explicati motivul pentru care (F,O) nu este grup.



Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Exista x"e G astfel incat 3p
X" X =g 5 x-x" = (xx") = (x"X")(xx") =x"(x"x) X" = x"€ - X"
=Xx"X'=¢;; X-g; =X(X'X)=(xx')x =e,x =X
b) i) adoua functii injective este injectiva ; 1p
1, este injectiva 1p
ii) A infinita contine o submult{ime numarabild B = {bo, b,....0b,, } 1p
b. ,x=b 1
Functia f:A— A, f(x)=3 ™ " este injectiva si nesurjectiva. P
X, xe A\B

Enunt subiect 3, autor : Nicolae Bourbacut
Fie F = {f:[0,1] - [0,1]/f continud si f(x) = 1 & x = ¥}.

i) Aritati cd 0 < folf(x)dx < 1 pentru orice f € F.

if) Demonstrati ¢ sup {f, f(x)dx / f € F} = 1siinf {[) f(x)dx / f € F} = 0.

Detalii rezolvare Barem
asociat
i)Cum 0 < f(x) <1, f continud si f(x) =1 & x = % implica (3) [a, b] < [0,1] astfel incat
f(x)>0,(V)x € [a.b].
Avand in vedere, teorema de medie avem:
1 a b 1
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx + ff(x)dx > f(c)(b—a) > 0,unde c € (a,b)
0 0 a b 3p

De asemenea, tindnd cont ¢ 0 < f(x) < 1, f continud si f(x) = 1 & x = %, avem

1 Y 1
ff(x)dx = f f)dx + ff(x)dx =f(c;) Y+ 1(c,)(1 —%) < 1,undec; € (0,%) sic,
0 0 1

€ (¥.,1)

ii) Conform ), s = sup { [, f(x)dx / f € F} < 1sii = inf {[] f(x)dx / f € F} = 0.

Presupunem prin absurd s < 1, deci folf(x)dx <s,(VMfeF()

Ex+nT_1, x € [0, %]

Consideram familia de functii f;,: [0,1] = [0,1], f,(x) =4 ™
" " —%x+nT+1,xE(1/z,1]

2+2p




2n-1

Evident f, € F si [ f,(x)dx =

obtinem contradictie cu (1). In concluzie s = 1.

,(V)n € N*. Cum sirul (ﬂ) tinde strict crescator la 1,
2n > 2 nenN*

Tn mod analog, pentru a demonstra i = 0, consideram familia de functii
0 ,xE[0,1/2—1/n]u[1/2+1/n,1]
2—n

X € (1/2 - 1/n'1/2]

ey + )

fn:10,1] = [0,1], f,(x) = ! nx +

L 2+n
—-nx +

Enunt subiect 4, autor Florin Rotaru, G.M.1/2018
1 2018
Fie f:[0,1] >R o funcie continua cu '[ f(x)dx= 2
2018

0

2017

ae[01] cu f(a)=(a+1)" .

. Sa se arate ca exista

Detalii rezolvare Barem
asociat
Definim functia g:[0,1] > R, g(x)= f (x)—(x+l)2017 ,vxe[0,1]; g este 7
continua.
! 1 (X+l)2018 2
Atunci | g(x)dx=| f(x)dx——>—Ff=
! ! 2018 °
3

Conform Teoremei de medie, existd a€[0,1] a.i. g(a)=0, deci f (a)=(a+1

)2017




