Clasa a 10-a

1. Rezolvati ecuatia (3% + 2)'°8:3 = 57 — 2,

Solutie. Observam ca x = 1 este solutie......... 2p

Ecuatia se scrie 371°833(1 4 2/3%)l8s3 = 5% — 2 sau
3x(log5 3—1)(1 + 2/3x>10g53 — (5/3):1: _ 2/3:1:

2. Pentru n € N* notam a,, numarul submultimilor
nevide ale multimii A,, = {1,2,3,...,n} care nu contin
numere consecutive. Aratati ca ani0 = any1 + a, + 1.

Solutie. Sa numim rare submultimile de tipul cerut.
Submultimile rare ale lui A,, 15 care nu-l contin pe n+2

3. Determinati func‘giﬂe f : N* — N* care au pro-
prietatea f(CI") = Cf VYm,n, 1 <m <n.

f(n)

Solutie. Pentru m =n: f(1) = C’f n) =1........ 1p
Pentru n = m+1: f(Cr,,) = Cf :nnll Pe de alta
parte, f(Cp1) = f(Chy) = Ofmﬂ = Clpir) - 5P
Daca exista m > 1 astfel incat f(m) = 1 atunci

f(2) = 1 (deoarece din conditiile de existenta a com-
binarilor reiese ca f este crescatoare). Atunci f(4) =

4. Rezolvati arctg %H + 2arctg —
Solutie. Din 2arctg zi

= arctg ——

= arctg — — arctg lu—

+27
2/(z—2) 1/(:0 7)— 2/(:c+2)
1-1/(z—2)2

= Tr2/(e—7)(z12)) 3

and tangente, obtinem i

5. Aratati ca 2+ /30 > 3+ /2 pentru n > 6.
Solutie. Avem V3—/2<2-1=1 si aratam ca
(%)n — (\/ﬁ)” > L 4p

rT+y+z=2ayz
6.  Rezolvati { 4w
V241 \/y2+1
unde z,y, z € (0, 00).
Solutie. Fie x = tga,y = tgb,x = tgc, cu a,b,c €
(0,3). Atunci —=— =sina, efc................... 4p

z — 33
VAR 2

7. Aratati ca functia f : N* — N*/ f(n) = numarul
cuburilor perfecte din intervalul [n3, 3n3] este surjec-
tiva.

Solutie. g(n) = [nv/3] —n+1, deoarece cel mai mare
cub perfect din intervalul dat este [nv/3].......... 4p

8. Fie a > 2 un numar natural si z = “*2@
Demonstrati ca, oricare ar fi numarul natural nenul
n, exista un numar natural b, b > 2, astfel Incat

" = b+vb2—4
= o=,

a+\/a —

Solutie. Observam ca x = 4 daca si numai

Deoarece log:3 — 1 < 0 si log;3 > 0, membrul
stang este produs de functii strict descrescatoare po-
zitive. Cum membrul drept defineste o functie strict
crescatoare, solutia x = 1 este unica.

sunt cele @, submultimi rare ale lui A, 41........ 4p
Submultimile rare ale lui A,,,5 care il contin pe n+2
sunt cele a,, multimi de forma M U {n + 2}, unde M
este o submultime rara a lui A,,, precum si multimea
{n+2}, adicd 1+ a, mulgimi..................... 6p
Cl&) = 1(C3) = f(6) = Cfig) = F(C3) = f(15) =
si, dm monotonie, f(n) = a pentru n > 4. Din
f(15) = f(C§) = C]{((g)) = (% = 1 reiese a = 1, deci
fn)=1inacest caz ............ooovviiiiin... 2p
In caz contrar, f(m + 1) = f(m)+ 1 pentru m # 1.
De aici, f(n) = n+a, a > —2, pentru n > 2. Din

f(c3) = C’f( obtinem a + 6 = (a + 4)(a + 2)/2, de
unde a? +5a—0,de01a_0§1f()zn .......... 2p
dupa calcule, 322 — 3422 +63z=0............... 5p
Solutiile posibile sunt 0, 9 si % .................. 2p
0 51 9 convin, iar % NU CONVINE .. ....ovvnnnnn. 3p

Cum v/3 > v/2 > 1, expresia (v/2)"((v/3/v/2)" — 1)

defineste o functie strict crescatoare, a carei valoare in

punctul 6 este 1 ...... ... 6p

Din z + y = —z(1 — xy) rezulta tg (a + b) = —tgc,
decia+b+c=m. o 3p

Din convexitatea functiei sin pe (0,7) rezulta ca
egalitatea sina + sinb + sinc = %3 = 3sin %HC
este posibila doar pentru a = b = ¢ = %, adicd
rT=y=z= ‘/75 .................................. 3p

g(n+1) = g(n) = [nV/3+ V3] = [nV/3] = 1 € {0, 1}
arata ca sirul (g(n)),, este crescator si diferenta oricaror
doi termeni consecutivi este cel mult 1, iar g(n) >
n(¥/3—1) arata cd sirul este nemarginit, deci multimea
valorilor termenilor girului este N* ................ 6p

daca z este supraunitar siz + 1/z =a............ 4p
Se demonstreaza ca, daca :c—l—i € N, atunci :L'"—l—x% €
N,oricarearfin e N. ............................ 3p
Fiex"+i:b€N'evidentc§Lb>2 Cumx>17

2__
rezultd cd 2 > 1, prin urmare 2" = =1



