Clasa a 11-a

1. Fiea, =1+ 3+ 3+ ...+ =+, neN. Aridtati
ca sirul (a,),>1 are un subsir ( )n>1 astfel incat
lim (11— 41— 14 . —) =2
n—oo  Ykny1 Byt 2 Pyt

Solutie. Se stie ca a, —> 00, Uy — lnn — ¢ (constanta
lui Euler) si as, — a,, = + ...+ % —1n2 ..... 3p

n+1

2. Rezolvati ecuatia 23 4+ 322 — 2 — 3 = cos ZZ.
Solutie. Ecuatia se scrie (x—1)(x+1)(z+3) = cos &
si are solutiile =3, —1si1........ ... ... ... .. 4p

3. Rezolvati ecuatia 3% — 2% = log,(z + 27).
Solutie. Ecuatia se scrie 3 + log4(3%) = 2* + z +
10gg (2% 4+ &) o v 3p

4. Aratati ca, pentru orice z € (0,1) U (1, 00),
Inx < 1 x+41
z3—1 3 z34x”
Solutie. Consideram functia f: (0,00) — R, f(x) =
(»”53—;)(964‘1) _
o +T

5. Fie A € M35(R) i B € My3(R) astfel incat
a b 0
c d 0
0 00

Solutie. Fie L linia a treia a lui A, C' coloana a treia
a lui B si A, B’ matricele obtinute prin stergerea lui

L, respectiv C. Atunci A’'B’ = (CCL b), AC = (O>

AB = ,cua,b,c,deR. Aflati det BA.

d 0

6. Fie A € My(R) si functia f : My(R) — My(R),
f(X)=AX + XA. Aratati ca f este bijectiva daca si
numai daca tr(A) # 0 si det A # 0.

Solutie. Fie A = (a b), X = (a: y) Atunci
c d z t

[ 2ax+4cy+bz  br+(a+d)y+bt
AX+XA = (c:v—l— (a+d)z+ct  cy+bz+2dt )’

7. Aratati ca pentru orice n € N* exista z, € R
unic astfel incat z,, = arctg z,, + % Determinati limita
sirului (z,,)p>1-

Solutie. Functia f: R — R, f(x) = 2 — arctg x este
strict crescatoare si surjectiva, deci ecuatia f(z) = %

8. Fie A, B,C € M5(R), care comuta intre ele si
pentru care det(AB + BC + CA) < 0. Aratati ca
det(A? + B* + C?) > 0.

Solutie. Consideram functia data prin f : R — R,
f(z) =det(A* + B* + C* + x(AB+ BC + CA))..2

Alegem k, = min{p | n < a,}, n=1,2,.... Rezulta
n < a, <n-+1, deoarece ay, = ay, , +i <n+tg- <
£ T P 4p

Atunm n+2 + n_+3 Tt 2n+1 — g,y Tt akgn
n—+1 + n—+2 —|— -+ %, de unde concluzia........... 3p

Fie f: R = R, f(z) = 2°+32? —x—3—cos Z£. Daci

ecuatia ar mai avea si alte solutii, atunci, din teorema
lui Rolle, ecuatia f”’ (x) = 0 ar avea cel putin o solutie.
Darf’”()—6——cos >0,VeeR............ 6p

Deoarece functia 0 < ¢t +— ¢t + logs t este strict cres-

catoare, ecuatia se reduce la 3* =2 +x.......... 3p
Cum 3% — 2% = xc* ! cu ¢ € (2,3) (depinzand de
x), ecuatia are doar solutiile evidente 0 gi 1....... 4p
26 —3254324— 22343223z z2424+1)(z—1)*
() = 32543 (x3ix)j3 3z41 _ Jr(x;)x()z >
0, deci f este strict crescatoare. Concluzia reiese acum
din f(1) =00 p
SLLB = (00) oo 2p
Daca L si C' sunt nule, atunci BA = B'A’, deci
det BA=det A'det B' =det A’B'=ad —bc....... 4p

Daca, de exemplu, L = (z y), cu = # 0, atunci
xLi + yLy = (0 0 0), unde Ly, Ly sunt liniile lui B,
deci B are rangul cel mult 1. In acest caz det B’ = 0,
ad —bc = det A’B’ = 0 i BA are rangul cel mult 1, de
unde det BA =ad — bc gi in acest caz............. 4p

iar functia este bijectiva daca si numai daca sistemul
rezultat din explicitarea egalitatii AX + XA = B are
solutie unica, oricare ar fi B € Ma(R) ............ 4p

Sistemul este liniar, iar determinantul sistemului
este, dupa calcul, A = 4(ad — bc)(a+d)?. Din conditia
A = 0 reiese ca sistemul are solutie unica daca gi numai

dacdia+d#0siad—bc#0..................... 6p
are solutie unicé .................................. 4p
Din f(0) < % rezultd x, > 0 ¢i din = > —= rezultd
Tp > Tpip,deciz, > CEeR .o 2p
Avem ( = arctgl, deunde £ =0 ............... 4p
f(2) = det(A+ B+ C)? >0, f(—1) = det(X? +

Y2+ XY)>0,unde X =A-BY=B-C..... 4p
Functia f este de gradul II si 2 are coeficient po-
zitiv, sau de grad cel mult I; in ambele cazuri avem

FUO) > 00 4p



