Clasa a 12-a

1. Calculati f1 (Hln—iw)dx

Solutie. Cu schimbarea de variabild x = 2 integrala
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2. Calculati lim 1 z sin (22 Y cos k(:‘;{l).
n—oo " k=1
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Sl’olulfze. sin 7 cos 5~ = 5 sin " 7sin 73 . 2p
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3. Determinati a,b € R pentru care functia data
de f: R = R, f(z ) = max{z? + ax + b,z + 1} este
derivabila pe R si fo x)dx are valoare minima.

Solutie. Functia este derlvablla daca gi numai daca
dreapta este situata sub parabolad (eventual tangentd),

4. Fie f: (0,00) — R o functie care are o primitiva
F astfel incat z(f(z) + 2?) = 2F(x),Vx > 0. Stiind c&
f(1) =1, determinati f(2).

Solutie. Deoarece F este derivabila, functia f este
derivabila...... ... ... 2p

5. Fie a € (—00,0), b € R gi polinomul f =
aX* 4+ bX? 4+ 3X? +2X + 1. Aritati ca f are exact
doua radacini reale.

Solutie. f(0) =1 > 0 si f(£oo) = —oo, deci, din
continuitate, f are cel putin doua radacini reale...4p

6. Aratati ca radacinile polinomului 9X3 — 36X2 +
45X — 17 pot fi laturile unui triunghi obtuzunghic.

Solutie. f'=9(3X%—8X +5) are radacinile 1 si 5/3,
iar f(0) <0, f(1) >0, f(5/3) <0si f(+o00) > 0, deci
f are o radacina x; € (0, 1), o radacina x9 € (1,5/3) si
o radacind x3 € (5/3,00) .. .viiiiiiii 5p

7. Fie (A, +,-) un inel In care numarul elementelor
nilpotente este egal cu numarul elementelor inversabile.
Aratati ca 1 + 1 este nilpotent.

Solutie. Daca 2™ = 0, n € N*, atunci (1 — 2)(1 +
r+2?+ ...+ 2" ) =1—2" =1, deci daci z este
nilpotent, atunci 1 — x este inversabil ............. 4p

8. Pentru un grup (G, ), notam Z(G) = {a € G |
ax = za,Vr € G}.

a) Aratati ca, daca (G, -) este un grup finit necomu-
tativ, atunci |Z(G)| < 1 |G].

b) Dati exemplu de grup finit G pentru care
12(G)] = 1 1G.

Solutie. a) Fiea € G\Z(G)§iC(a) ={r € G | ax =
za}. Cum C(a) este subgrup al lui G si C(a) # G,

Avem deci I = 1112f1 DD t+2) — I, de unde obtinem
I = 1lr12ln— ..................................... 3p

Limita cerut este, deci lim 5= >°7_ | sin 25, Aceasta
este suma Riemann pentru diviziunea (0, Z, i, ce 27”)
si punctele intermediare (2,2 ... 2%) a functiei in-

tegrabile tsin : [0,2] — R, deci 5-> ;_ sin2 —

L2 sinadr = 1(cos2 — 1) oooiioiii 5p

adicd (@ —1)2 —4(b—1)<0..cooviiiiiiiii. .. 3p
In acest caz, f(zr) = z* +ax + b si fol flx)de =

1, a a2 | 19

ST eSS T+ 5p
Valoarea % se atinge pentru a = 0 g1 b = 2, deci

aceasta este minimul cerut........................ 2p

Avem x72f(z)+1 = 2273 F(x) si, integrand pe [1, 2],
ff 2x*3F( )z =1+ [l 2 2F'(z)dz = 1+ 2F(z))3 -
INC: v)dr = 1+ 22 — p(1) 4 [f227%F(z)dz.
Deducem F(2) =4F(1) — 4 =0, deci f(2) =—4..8p

Daca xy,x9, 23,4 sunt radacinile lui f, atunci

o= ) -2 apa; =22 -2-3 <0, deci f
are o radacina z € C \ R. Fiind polinom cu coeficienti
reali, f are gi radacina z............... ... ... 6p

Pentru ca radacinile sa poata fi laturile unui triunghi
obtuzunghic, conditia este r3 < Ty + Ty §i 75 > 73+ 73
< 23 < m +xytazsi2ais>aitaitai=6
< 3 < x3 < 2, ceea ce este adevirat, deoarece

FOWB) <08 f(2) >0 i 5p

Astfel, corespondenta x +— 1 + x definegte o functie
injectiva f de la multimea N a elementelor nilpotente
la multimea I a elementelor inversabile............ 3p

Deoarece |I| = |N|, functia precedenta este si bijec-

tivda. Cum —1=1—(1+1) = f(1+1) € I, deducem

cal+ 1 EN. 3p

1C(a)] <NGIJ2 e 4p

Deoarece Z(G) este subgrup al lui C(a) si Z(G) #

C(a), rezulta |Z(G)| < [Cla)[/2...............o. .. 3p
1 a b

b) Fie grupul G = 01 ¢ ‘ a,b,c € Zs p cu
00 1

|G| = 8 Atunci Z(G) = {I3, A}, unde A se obtine pen-
trua=c=0,b=1,deci |Z(G)|=2.............. 3p



