Clasa a 9-a

1. Pentru a,b € R definim M, = {n € N* | [an] =
[bn]}.

a) Aratati ca, daca a # b, atunci M, este finita.
b) Determinati numarul elementelor lui M 5 5.

2. Aratati ca, dacax,y € (0,00) si (z+1)(y+1) = 2,
atunci zy + x—ly > 6.
Solutie. Din 2 =zy+zx+y+1>2y+2/zy+1=

(VZy+ 1) reiese p= /Ty < V2 —1............. 4p

Tp+/ Dr2

3. Fiesirul (2,)p>1 cuxy =08i 2,41 = w,

n € N. Aratati ca toti termenii girului sunt intregi.
Solutie. Avem (2z,,1 — 3x,)*> = 522 + 4, adici

22 = 3w 2l =1 3p

4. a) Aratati ca daca f : Z — Z admite perioa-
dele a,b, cu a,b € Z si prime intre ele, atunci f este
constanta.

b) Aratati ca daca f,g,h : Z — 7Z au perioadele 3,
5, respectiv 7 si functia f+ g+ h este constanta, atunci
f, g si h sunt constante.

5. Numerele reale x, y, z verifica relatiile x4+y+2z = 6
si xy + 2z +yz = 9. Aratati ca numerele sunt situate
in intervalul [0, 4].

6. Se considera 10 progresii aritmetice, avand
termenii numere naturale nenule, astfel incat fiecare
numar natural nenul sa fie termen al exact uneia din-
tre ele. Aratati ca primul termen al fiecarei progresii
nu depasgeste ratia acesteia.

7. Sa se arate ca exista numerele reale a, b, ¢ astfel
incat a(sin®z + cosbxz) + b(sin®x + cos®z) + c(sin'’z +
cos'®z) = 1 oricare ar fi z € R.

Solutie. Fie sin® z cos? z = y. Din sin?z + cos’z = 1
reiese: sin‘r + cos*y + 2sin’zcos’y = 1 = sinz +
cos*r = 1—2y, sin®r + cosbx = (sin’x + cos?x)(sin*x +
cosir) — sin®zcos®z(sin®x + cos’r) = 1 — 3y, sin®r +

8. Fie x1,29,...,2, numere reale din intervalul
[0,1]. Aratati ca exista x € [0, 1] astfel incat
2(lz — x|+ |z — 22|+ ... 4+ |z — x4]) = 1.
Solutie. Putem presupune ca 1 < z9 < ... < z,.
Atunci functia f : [0,1] — R data de f(x) = |z — x|+
|z — 22|+ ...+ |z —x,| este liniara pe intervalele [0, x4],
S 2 R e 1 3p

Solutie. a) Daca a > bsin € M,y, atunci na —nb <

1, decin < ﬁ — numar finit de valori............ 5p
b) n < ﬁg =v6+v5<5 si convin doar valorile
n=1lgin=2. . . . 5p
1 _ (1 2 1
Deducer;p%—;—(\/ﬁ—\/ﬁ) +2>(\/§_1_
(V2=1)) " 42=06....cciiiiiii, 6p

Scriind relatia similara pentru n si n — 1 si scazand
obtinem (2, 1—x,_1)(Tpr1—3Tp+x,_1) = 0. Deoarece
Tpi1 > T, > T,_1, prima paranteza nu poate fi nula,
deci zpi1 — 32, + 21 =0 ..o 5p

Cum x; = 2, rezulta inductivae, e N ........... 2p

Solutie. a) Exista m,n € Z astfel incat ma+nb = 1.
Rezulta ca f are perioada 1....................... 5p
b) Functia f + g are perioada 15 iar f + g + h este
constanta, deci h are perioada 15. Conform a), rezulta
ca h este constanta. Analog f si g sunt constante . 5p

Solutie. Numerele z, y sunt solutiile ecuatiei t>— (6 —

N+ 9—624+22=0. 0 5p
Din A > 0 rezultd —3(2% — 4z) > 0, deci z € [0, 4];
analog avem z,y € [0, 4]......... ... 5p

Solutie. Daca intr-o progresie avem a; > 71, atunci
a; —rq este termen al unei alte progresii, deci a; —r; =
T o 1 & S 3p

In acest caz, numérul a; — ry + riro = a; + (ro —
1)ry = by + (n + r1)re face parte din ambele progresii

contradictie. ........ ... P
cos®r = (sin'z + (:05430)2 — 2sin*zcosty = 1 — 4y + 21/,
sin'®z + cos'®z = (sin*z + cos'z)(sin®z + cosbz) —
sin*zcosiz(sin’z + cos®xr) =1 — 5y +5y>.......... 6p

Relatia devine a+b+c—(3a+4b+5¢)y+(2b+5¢)y* =
1 si este indeplinita pentru orice y daca a + b + ¢ =
1,3a+4b0+5¢=0,2b+c=0<a=10,b=—15,c =6
4p

Deducem ca Iy = f([0,z1]), I1 = f([z1,22]),. ..,
I, = f(|zn,1]) sunt intervale gi, cum Iy N I; # ¢,

Il N ]2 7é ¢, ceey In—l N In 7& 925, rezulta ca f([O, ]_])
esteinterval ........ ... ... 4p

Acest interval contine f(0) = z1+... 42, si f(1) =
n—x —...— T, deci si $(f(0) + f(1)) = Z. Astfel,

exista un punct z € [0, 1] cu proprietatea 2f(z) = n3p



