Clasa a 9-a

1. Fie ABC DEF un hexagon regulat si punctele M
si N situate pe diagonalele C'F, respectiv C'E, astfel
incat C—]\IQI = % = r, unde r este un numar real po-
zitiv. Determinati valoarea lui r pentru care punctele

B, M, N sunt coliniare.

2. Pe laturile triunghiului ABC' construim in exte-
rior triunghiurile dreptunghice isoscele ABF si ACE,
cu AB = AF si AC = AFE. Fie M si N mijloacele
segmentelor BC' si FF. Aratati ca MN L BC

3. Aritati ci numarul a = v/3 cos 10° cos 50° cos 70°
este rational.

4. Aratati ca, daca intr-un triunghi avem h, + hy +
= 4R + r, atunci triunghiul este echilateral.

Solutie. h, = 2Rsin Asin B, r = 4R[[sin4..... 4p

5. Fie a, b, ¢ numere reale si functia f : R — R,
f(z) = ax?®+bx +c. Aratati ca, dacd ecuatia f(z) =z
nu are solutii reale, atunci nici ecuatia f(f(x)) =z nu
are solutii reale.

Solutie. Daca ecuatia f(x) = x nu are solutie,
atunci: I) a > 0 si f(z) > x, Vo € R; II) a = 0,

22y? = 8lx| +y2 =0

6. Rezolvatiin R sistemul {y3 13 = 5a?(a? — 2)

7. Aratati ca toti termenii girului dat de a; = 1,
(py1 = 20, + \/3a2 2,VYn > 1 sunt numere naturale.
Solugﬁze Avem a2, —4dapa, +af =—2..... .. 2p
Din a2, 2

2 _ 2
—4dapp1a, +ay, = ay o —40p10p40 +an

8. Aratati ca, daca ay, aq,...,a, sunt cifre, atunci
girul (y/n),>1 are o infinitate de termeni care au
primele p cifre dupa virgula a,as,...,a,, In aceasta
ordine.

Solutie. Dacam > 10P sim?* < n <n+1 < (m—|—1)

cum € N, atunci vn + _\/ﬁ:\/nThf 105 -4p

Solutie. Punctele sunt cohnlare <_:>> B—]>V = mﬁ)f ,
cux € R, iar BM = BC' + 27’BA, BN = (2—r)BC +
@ 2BA 6p

T = QL = 2‘/5 .......... 4p

Soluﬁe.m %B?—i—(ﬁ),deundem-ﬁ:
\(BC-BF + BC - CE) =
2p = BC - AB cos(5 +B) BC - ACcos(5 +C) =
—BC-ABsinB+BC-AC’sinC:—25'+25:06p

Solutie.  2cos50°cos70° = cos20° + cos 120° =
cos 20° — % ....................................... 4p
da = 2 cos 10° cos 20° — cos 10° = cos 30° 4 cos 10° —

cos 10° =

2 , deci a3 =

ZZsinAsinB Y cos(A—B)+ > cosA...... 2p
AT sing =3 cosA—1....ooooiiiiiiiii... 2p
Rezulta > cos(A—B)=3,deci A=B=C....2p

2 este rational .......... 6p

si f(x) > x, Vo € R; III) a < O si
IV)a=0,b=1,c¢<0si f(x) <z,

In primele doud cazuri avem f(f(z)) > f(z) >
Vr € R, iar in celelate cazuri f(f(x)) < f(z) < =z

Vo € R, de unde concluzia ........................ 4p
Solutie. y* = |i|1 <KA=Y <20 4p
y3:5(x2—1)2+8>8:y>2 ................ 4p
Solutiile sunt (1,2) i (—1,2) ..., 2p

reiese (ap10—ap)(@pro+a, —4a,11) =0,¥n > 1. Cum
api1 > an, deducem ca a0+ a, —4ap =0, Vn > 1.
Din a, = 3 reiese ca numerele a,, n > 1 sunt intregi;
evident, a, >0, Vn > 1

Fie z; numarul format din primele p cifre de dupa
virgula ale numarului vm? +i, 0 < i < 2m. Din
observatia precedenta rezulta ca z;,1 = 2; sau z;,1 =
zi+ 1. Cum 2g = 0 §i 29,, = 99...9 (p cifre de 9),
deducem ca unul dintre numerele zg, z1,..., 29, este
TLA3 e o e e e 6p



