
Clasa a 9-a

1. Fie ABCDEF un hexagon regulat şi punctele M
şi N situate pe diagonalele CF , respectiv CE, astfel
ı̂ncât CM

CF
= EN

EC
= r, unde r este un număr real po-

zitiv. Determinaţi valoarea lui r pentru care punctele
B, M , N sunt coliniare.

Soluţie. Punctele sunt coliniare ⇐⇒
−−→
BN = x

−−→
BM ,

cu x ∈ R, iar
−−→
BM =

−−→
BC +2r

−→
BA,

−−→
BN = (2− r)

−−→
BC +

(2− 2r)
−→
BA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

x = 1
2−r

= 2r
2−2r

şi r < 1, deci r = 3−
√
5

2
. . . . . . . . . .4p

2. Pe laturile triunghiului ABC construim ı̂n exte-
rior triunghiurile dreptunghice isoscele ABF şi ACE,
cu AB = AF şi AC = AE. Fie M şi N mijloacele
segmentelor BC şi EF . Arătaţi că MN ⊥ BC

Soluţie.
−−→
MN = 1

2
(
−−→
BF +

−−→
CE), de unde

−−→
MN ·

−−→
BC =

1
2
(
−−→
BC ·

−−→
BF +

−−→
BC ·

−−→
CE) := p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p

2p = BC · AB cos(π
2
+ B) − BC · AC cos(π

2
+ C) =

−BC · AB sinB +BC · AC sinC = −2S + 2S = 0 6p

3. Arătaţi că numărul a =
√
3 cos 10◦ cos 50◦ cos 70◦

este raţional.
Soluţie. 2 cos 50◦ cos 70◦ = cos 20◦ + cos 120◦ =

cos 20◦ − 1
2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p

4a = 2 cos 10◦ cos 20◦ − cos 10◦ = cos 30◦ + cos 10◦ −
cos 10◦ =

√
3
2
, deci a

√
3 = 3

8
este raţional . . . . . . . . . . 6p

4. Arătaţi că, dacă ı̂ntr-un triunghi avem ha + hb +
hc = 4R + r, atunci triunghiul este echilateral.

Soluţie. ha = 2R sinA sinB, r = 4R
∏

sin A
2
. . . . .4p

2
∑

sinA sinB =
∑

cos(A−B) +
∑

cosA . . . . . .2p
4
∏

sin A
2
=

∑
cosA− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Rezultă
∑

cos(A−B) = 3, deci A = B = C . . . . 2p

5. Fie a, b, c numere reale şi funcţia f : R → R,
f(x) = ax2+ bx+ c. Arătaţi că, dacă ecuaţia f(x) = x
nu are soluţii reale, atunci nici ecuaţia f(f(x)) = x nu
are soluţii reale.
Soluţie. Dacă ecuaţia f(x) = x nu are soluţie,

atunci: I) a > 0 şi f(x) > x, ∀x ∈ R; II) a = 0,

b = 1, c > 0 şi f(x) > x, ∀x ∈ R; III) a < 0 şi
f(x) < x, ∀x ∈ R; IV) a = 0, b = 1, c < 0 şi f(x) < x,
∀x ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p

În primele două cazuri avem f(f(x)) > f(x) > x,
∀x ∈ R, iar ı̂n celelate cazuri f(f(x)) < f(x) < x,
∀x ∈ R, de unde concluzia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

6. Rezolvaţi ı̂n R sistemul

{
x2y2 − 8|x|+ y2 = 0

y3 − 13 = 5x2(x2 − 2).

Soluţie. y2 = 8|x|
x2+1

⩽ 4 ⇒ |y| ⩽ 2 . . . . . . . . . . . . . . . .4p

y3 = 5(x2 − 1)2 + 8 ⩾ 8 ⇒ y ⩾ 2 . . . . . . . . . . . . . . . .4p
Soluţiile sunt (1, 2) şi (−1, 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

7. Arătaţi că toţi termenii şirului dat de a1 = 1,
an+1 = 2an +

√
3a2n − 2,∀n ⩾ 1 sunt numere naturale.

Soluţie. Avem a2n+1 − 4an+1an + a2n = −2 . . . . . . . 2p
Din a2n+1 − 4an+1an + a2n = a2n+2 − 4an+1an+2 + a2n+1

reiese (an+2−an)(an+2+an−4an+1) = 0, ∀n ⩾ 1. Cum
an+1 > an, deducem că an+2+ an− 4an+1 = 0, ∀n ⩾ 1.
Din a2 = 3 reiese că numerele an, n ⩾ 1 sunt ı̂ntregi;
evident, an > 0, ∀n ⩾ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8p

8. Arătaţi că, dacă a1, a2, . . . , ap sunt cifre, atunci
şirul (

√
n)n⩾1 are o infinitate de termeni care au

primele p cifre după virgulă a1, a2, . . . , ap, ı̂n această
ordine.

Soluţie. Dacăm ⩾ 10p şim2 ⩽ n < n+1 < (m+1)2,
cu m ∈ N, atunci

√
n+ 1−

√
n = 1√

n+1+
√
n
< 1

10p
. .4p

Fie zi numărul format din primele p cifre de după
virgulă ale numărului

√
m2 + i, 0 ⩽ i ⩽ 2m. Din

observaţia precedentă rezultă că zi+1 = zi sau zi+1 =
zi + 1. Cum z0 = 0 şi z2m = 99 . . . 9 (p cifre de 9),
deducem că unul dintre numerele z0, z1, . . . , z2m este
a1a2 . . . ap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p


