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EDITIA A XI-A
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Clasa a IX-a Barem

1. Fie a, b, c € R* termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice. Determinati x € [0, 27)

pentru care % — sindz _ %
Rezolvare. Fie t = S — sindr _ sinsz (1)
Daca t = 0, atunci sinz = sin3x = sinbz =0, de unde x € {0, 7}. .................. (4p)
Daca t # 0, atunci sinx # 0, sin3z # 0, sinb5x # 0. Din relatia (1) obtinem ¢t =
sinx+fli_r;§i—c‘,-sin5m — 251n3xco§b2a:+sin3x — sin3x(2§252x+1)’ de unde sinb3m — sin3x(2§252x+1)’ deci
3 =2cos 2z + 1, adica cos2x = 1 si atunci « € {0, 7}, solutii neconvenabile acestui caz. (5p)
Raman solutiile obtinute in primul caz, adica x € {0, 7}. ....... ... .. . ... (1p)

62° — 9y +2y =0

2. Determinati perechile (z,y) de numere reale pentru care 5 .
3y° — 18zy +8x =0

1202 —18zy + 4y =0

—3y? +18zy — 8z =0
3622 —241—9y%+12y = 0 <= 3622 —24x+4—9y°+12y—4 =0 < (62—2)>—(3y—2)% =

Rezolvare. Putem rescrie { . Obtinem 1222 —8x—3y%+4y = 0 <=

0 < (6z—2-3y+2)(6r—24+3y—2)=0 < 32z —y)(6zx+3y—4)=0. ...... (5p
Daci y = 2, atunci 62° — 1822 + 42 = 0 <= 4x(3z — 1) = 0, de unde (z;y) €
00500, (31 2) . oo (3p)

Dacd y = § — 2z, atunci 62% —9z(3 —2z) +2(3 —2z) =0 <= 62?— 1220+ 182°+§ — 4o =
0 < 2422 - 160+ 5 =0 < 322 — 22+ 3 =0 <= 2z = 3. Réman solutiile gasite la
cazul anterior. . ... ... . (2p)

3. a) Aratati ca [v/2026] + [—v/2026] = —1.

b) Rezolvati ecuatia [x — 2025]'892 4 [2026 — 2]'®92 = 2 in multimea numerelor reale.

Rezolvare. a) Avem [v/2026] = 45, [—1/2026] = —46 = [v/2026] + [—v/2026] = —1 .. (2p)

b) Notim x — 2025 =t = [t]'"892 4 [1 — ]2 =2 «— [t]"92 + (1 + [-#])¥?2 =2. . (2p)

Daca t € R\ Z, atunci [t] + [-t] = -1 <= 1+ [—t] = —[t], atunci ecuatia devine
)12 =2 «—= [ =1 < [t] = £1.

Pentru [t] =1 =t € (1,2) (deoarece = ¢ Z) = = € (2026,2027), iar pentru [t] = —1 =t €
(—1,0) (deoarece x ¢ Z) = = € (2024,2025). ... ..ottt (2p)

Daci ¢ € Z, atunci ecuatia se rescrie t'892 4 (1 — )92 = 2. Cum '%92 i (1 — ¢)"*? sunt
numere naturale si suma lor este 2, vom deosebi situatiile

1892 — 0, (1 —¢)"%%% = 2, imposibil.

1892 — 9 (1 —1)"9% = 0, imposibil.

1892 — 1 (1 — )™ = 1, imposibil. .. ...t (3p)

Multimea solutiilor ecuatiei este x € (2024, 2025) U (2026,2027). ..........oovvnen... (1p)

4. Fie un triunghi ABC si punctele M € (AB),N € (AC). Demonstrati ca dreapta M N
trece prin mijlocul medianei din A in triunghiul ABC daca si numai daca

AM AN 5 AM AN

BM T ON_° BM CN
1



AM
B = s

2 HAC, (5p)

Rezolvare Fie D mijlocul laturu BC si R mijlocul medianei AD. Notam
‘AB. T z+1
A(T+x)

AN Yo AN =
W:erﬁ:—iﬁJr—ﬁ
M, Rsi N sunt cohmare = —N}s1 ﬁsunt coliniarj <= 3z=1 — v+l TH+y=

&N = Y- Atunci M:—éAM ESIM
ME = MA + AR = —-= EJF E+@ 139&@4#@ ................. (3p)
x y

5. Se considera t € (0,%) fixat si ecuatiile: 2% — 2(cost + 2sint)z +4 = 0, z? — 2(sint +
2cost)r + 4 = 0. Demonstrati ca cel putin una dintre ecuatii are radacini reale.
Rezolvare. Presupunem prin reducere la absurd ca cele doua ecuatii nu au solutii reale.

Atunci Ay = 4(cost + 2sint)? — 16 < 0 si Ag = 4(sint +2cost)? =16 < 0. ............ (5p)
cost+2sint —2 <0 cost < 2(1 —sint)
Adicd { ) de unde, pentru z € (0, 5),
sint + 2cost —2 <0 sint < 2(1 — cost)

1+ cost < 2sint

cost(l +sint) < 2cos’t 1+sint < 2cost
sint(1+ cost) < 2sin’t

Adunand ultimele relatii, gasim sint + cost > 2, contradictie. Deci, cel putin una dintre
ecuatii are radacini reale. ... (5p)

6. Fie sirul (z,,)n>1 cu z, = [(3+2v2)"],n > 1.

a) Calculati zs.

b) Demonstrati ca numarul a,, = este patrat perfect, pentru orice n € N*.

Rezolvare. a) 2o = [(3+2v2)2] = [17+12v/2] =33, .................... ... (3p)

b) Folosind inductia matematici, se arata ci existd p,,q, € N* astfel incat (3 + 2v/2)" =
pn+qn\/§si( —2f) = D GV e (3p)

Inmultmd gisim p2 — 2¢2 = 1, de unde (3 +2v/2)" = p,, + \/p2 — 1. De aici, x, = 2p, — 1.

Cu acestea, a, = (x"_l)g(x"Jrg) = (2p"_2)8(2p”+2) = (pg_l) Qq” =q (4p)

(zn—1)(2n ""3)
8

7. Fie a,b,c > 0. Aratati ca

b+c—2a\> c+a—2b\? a+b—2c\? _ 12(a? + b2 + ® — ab — be — ca)
— ) ) + > .
Va Vb Ve a+b+c

Rezolvare. Fiex =b+c—2a,y=c+a—2b,z=a+b—2c. Evident z +y+ 2z =0 (5p)
A < 2 22 2(a+2Y) 2(atbtc) | y2(atbie) | 22(a+btc)
Ramane de ardtat - + 4 + 2= > S5 = 00 C"'yab c+zac = 2
2002+ P+ 2Y) = 22 (1+ 2+ S+ (1+ ¢+ §) + 22 (1+ +8 >202 4+ +22) =
2 (C+ )+ 4+ +2 (240 >+ + 2 =

<x\/§+ y\/§>2—2xy+ (y\ﬁJr z\/3>2—2yz+ (2/% + xﬁ)2—2zx > 22 +y?+2? =
<x\/§+y\/§>2+<y\/§+z\/§> (/T2 > (a+y+2)? ( \[+y\[>
<y\/§ +z\/§)2 + (2/Z +2/5)° > 0, inegalitate evidentd. ..................co..... (5p)

8. Cons1derarn triunghiul ABC' cu AB = 4,BC = 5,C A = 6 si punctele M si N astfel
incat 7AM = 12@ si m = éﬁ Fie D intersectia bisectoarei interioare a unghiului BAC
cu cercul circumscris. Determinati ¢ astfel incat punctele M, D, N sa fie coliniare.
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Rezolvare. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si I, centrul cercului exinscris
tangent laturii BC. Aratam ca D este mijlocul segmentului [I1,]. In triunghiul /BD avem
m(IBD) = %, m(IDB) C, m(BID) , deci BD = DI. In triunghiul BDI, avem
m(ﬁ) =r-C, m(DBIa) =S¢ m (BIaD) C , deci BD = DI,, adica ID = DI, .. (4p)

Atunci AD = 1 (/T[} + F) Avem Al = a+b+c (bzﬁ + cﬁ) ...................... (2p)

Fie BI, NAC = {T} = T4 = BA _ ¢ & TA = ¢TC = TB + BA = <TB + ¢BC =
(a — ﬁ—cB?—aBAé %(c@—aBA)iBIa:%GB?—aﬁ)é
Eﬁzi(c(ﬁ+ﬁ)—aﬁ):§ﬁ=—kﬁ+c’j—g@. (1)

(bﬁ + c@)

T

a+b+c
—
Bl, = <a+b+c 1) ﬁ aJrql)CJrcﬁ' (2)
k= 1 k= a+b+c—qgb q= a+b+tc
Din ( Sl avem i a+b+c — a+b+c — b+c—a
N Tc a+b+c N Cf_—:b—’_c_ gb = qc —qa k:b-i-ca
BI, = y= aTéJrHH e BA+ AL = =S AB 4 2o AC > Al
b
L AB 4 aA‘& ................................................................. (2p)
b
Atanci AD = § (A (bAB + cAC) + ;2 AB + £ AC) = M (bAB + cAC),

de unde ﬁ = % (Sﬁ + 2@)

M, D si N sunt coliniare <= MN = {MD <= MA + AN = tMA + tAD +=
12(-1) _ 11

=)0 AD-TN s 2T - f (78 - 270) x> {77

8t_£
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deunde € = 1 ..o (2p)



