CONCURSUL ,, MEMORIALUL GHEORGHE MIHOC”
EDITIA A XI-A
ETAPA MUNICIPALA - 9 MAI 2026

Clasa a X-a Barem
1. Daca z € Csi |z| = 1, demonstrati ca:
13

VBStel+ 12427 <

Rezolvare. Fie z = cosf + isinf. Atunci |1 + z| = 2 |cos g‘ Pentru al doilea termen,
observim: [1—z+22| = |2(z—1+1)| = |2|-|2cos§—1| = [2cos 6 —1|. Notand t = |cos 8] € [0,1],

avem cos f = 2t% — 1. Expresia devine E(t) = 2t + [4t2 — 3. .......ooiiiiiii i 5p
Daca t € [0, @], E(t) = 2t + 3 — 4t>. Maximul este 3 (la t = 1/4), iar minimul este v/3
(la capatul din dreapta). .. .. .o.ou it 3p
Daca t € [@, 1], E(t) = 4t> + 2t — 3. Minimul este v/3, iar maximul este 3. ........... 2p

2. Aratati ca logy 3 + logg 4 + log, 5 + logs 6 > 5.
Rezolvare. Aplicam inegalitatea mediilor (M A > MG):

logy 3 + logs 4 + log, 5 + log; 6
082 5 1 083 I 0840+ 085 > {l/logZ 3-logg4-logy5-logs6 ..., 4p
In3 In4 Inb5 Iné6
P 1 ical — e — . — . — =1 i 4¢/1oge6. ...
rodusul sub radical este m9 3 i Inf 0gs 6, deci § > 0gy 6 3p
Deoarece 22 = 44/2 < 6 = log, 6 > 2.5 si 4v/2.5 > 5, rezultd inegalitatea. ............ 3p

3. Fie (an)n>1 un sir de numere reale astfel incat

n n n n—1 ¥
ot an =2 n .
a1<1>+a2<2>—|— +a <n> a (V)neN

Demonstrati ca (a,)n>1 este o progresie aritmetica.

Rezolvare. Vom demonstra prin inductie matematica faptul ca termenul general al sirului
este de forma a,, = n - aj, pentru orice n > 1. Daca demonstram acest lucru, va rezulta ca
sirul este o progresie aritmetica curatia r = a1. ...l 2p

Pentru n = 1, relatia devine a; G) = 20, deci a1 = a1 (relatie adevarata, deci a; poate fi
orice numar real).

Pentru n = 2, relatia din ipoteza este ag (?) + as (3) = 2lay, de unde 2a; + as = 2as, deci
az = 2a1. Presupunem ca n > 3 si ca afirmatia este adevarata pentru toate numerele naturale

k < n, adica ar = k-a; pentru orice k € {1,2,...,n—1}. Scriem relatia din ipoteza separand
n—1
) L n n\ a1
ultimul termen (pentru care k = n): Z ay <k> + ap, (n) =2"""ay,.
k=1
n—1
. . . . o n n—1
Folosind ipoteza de inductie, substituim ay = k - a;: Z k-ay <k) +a,=2"""a,..... 2p

k=1
Pentru a calcula suma 3 77| k(}), ne folosim de identitatea combinatorica k(}) = n(nfl):

S -5 50

(Am folosit schimbarea de variabila j = k — 1).
1



Stim ca

n—1

> ()=
=0~ 7

Termenul care ne lipseste din suma noastrs pentru a ajunge la 2"~ ! este cel pentru j = n—1,

adicd (Zj) = 1. Prin urmare:

—2
S (")
=0~ 7

Inlocuind inapoi in calculul sumei obtinem:

n—1
Zk: -ay (Z) =a;-n(2" 1 -1)
k=1

Acum introducem acest rezultat in ecuatia initiala:
ay -n(2”_1 -1 +a,= g,
ap-n(2"t—1) =a, (2"t - 1)

Deoarece demonstrim pentru n > 3, stim ci expresia 2”1 — 1 este strict pozitiva, deci

putem imparti ambele parti ale egalitatii prin ea: ap =mn-a1 ..o oviiii i 6p
4. a) Fie f: C\ {—i} —» C\ {-1}, f(2) = 2=,

(1) Demonstrati ca |f(z)]=1 < z €R.

(2) Aratati ci functia este bijectiva si determinati f~1.
b) Determinati f : C — C daca f(z) + f(ez) = —2,Vz € C, unde € + ¢+ 1 = 0.
Rezolvare. a) |f(2)] =1 «— ‘H'Zi =1 < |1+ zi|] = |1 — zi|]. Ridicand la patrat,

1—21

obtinem:

1+ 2> = |1 —zi]* < (1+20)(1+2i) = (1 — 2i)(1 — zi),
adica (14 21)(1 —Z2i) = (1 —2i)(1 4+ Zi), 1 = Zi+ zi+ 22 = 14 Zi — zi + 22, 220 = 2Zi, 2 = Z,
conditie echivalenta cu z € R. ... .. 2p
Pentru a demonstra bijectivitatea, aratam ca pentru orice w € C\ {—1}, exista un unic
z € C\ {—i} astfel incat f(z) = w.

14 2z
w = 1+ = w—wzi=142i <= w—1=zi(l+w)
—zi
w—1
Deoarece w # —1, obtinem solutia unica z = ﬁ # —i, deci functia este bijectiva.
i(w
z—1
Functia inversd este f1(2) = —————. ... 3
: f(2) ey P
b) Stim cd €2 4 € + 1 = 0, ceea ce implica € = 1 si € # 1. Scriem relatia dat# pentru z, ez
.2
si ez

(1) f(2) + f(ez) = —2

(2) f(e2) + f(€22) = —ez

(3) f(€2) + f(32) = —€22 = f(22) + f(2) = —€%2
Adunand relatiile (1) si (3) si scazand relatia (2), obtinem:

[f(2) + f(e2)] + [f(22) + f(2)] = [f(e2) + f(22)] = —2 — €22 — (—e2)
2f(2) = —2(1 + €2 —¢)
Folosind faptul ci 1+ €2 = —e: 2f(2) = —z(—€ —¢€) = —z(—2¢) = 2ez. Astfel, functia

CAULALA €SEE f(2) = €20ttt 5p



5. Aflati numarul valorilor n € N* care verifica

- 1 3/
Z:i\*/(l<:+1)2+3’/k(l<:+1)+x‘”’/l?z<1Jr BVE =10

k=1
Rezolvare. Termenul general este /k + 1 — vk, iar suma este ¥/n+1—1........... 5p
Inegalitatea devine /n +1 < 2+ \3/ (\/§ -1 =1+ N 2p
Deoarece 20 < (1 + v/3)? < 21, reiese n < 19. Sunt 19 valori........................... 3p

6. Rezolvati ecuatia 16% + 81% + (2% + 3%)% = 3. 62oF1,
Rezolvare. Notim 2% = a, 3* = b. Ecuatia devine a* + b* + (a + b)* = 184%b?>. Dupa

dezvoltare obtinem a? 4 2a3b — 6a%b? +2ab> +b* = 0. ... 3p
Impértind la a?b? si notand t = ¢ + g, avem 12+ 2t — 8 =10.....cooiiiiiiiiiii 4p
Singura solutie pozitivieste t =2 =a=b0=>2=0. ... .. ... i 3p

log,,(x 4 2007) = log,,, 1 (y + 2008)

log,, . 1(x + 2008) = log,, (v 4+ 2007)
Rezolvare. Notam log, (x 4 2007) = log,,1(y + 2008) = u, log,, 1 (x + 2008) = log,,(y +
2007) = v. Sistemul implica n* =(n+ 1) —1sin"=nm+ )" —1...................... 4p
Obtinem n* 4+ (n + 1)* =n’ 4+ (n+1)”. Cum n > 1, functia z — n® + (n + 1)* este strict
Crescatoare, dECI U = V...t e 3p
Ecuatia n" 41 = (n+1)* (cu necunoscuta u) se scrie ()% +1 = (1+ 1)*, deci din motive
de monotonie are solutia unica v = 1. Obtinem z =y =n—2007............. ... .. ... 3p

7. Rezolvati sistemul { ,unde n > 1.

8. Fie n > 3 un numar natural impar. Se considera un poligon convex P = Aj Ay ... A, si
un punct S situat in interiorul acestuia. Notam cu np(S) numarul de triunghiuri distincte, cu
varfurile in {41, A, ..., Ay}, care il contin pe S in interior. Determinati valoarea maxima a
lui np(S) pe masura ce P variaza in multimea poligoanelor convexe cu n laturi, iar S variaza
in interiorul lui P.

In contextul securitatit, acest numar reprezinta redundanta acoperirii punctului S.

Solutie. Pentru ca np(S) sa fie maxim, punctul S nu trebuie sa se afle pe nicio diagonala
a poligonului. Daca S s-ar afla pe o diagonala, o mica deplasare a punctului intr-o zona
adiacenta ar creste numarul de triunghiuri care il contin, contrazicand astfel maximalitatea.
Prin urmare, punctele S, A;, A; sunt necoliniare pentru orice 1 <i < j <m............... 2p

Calculam numarul total de triunghiuri posibile si scadem pe cele care nu il contin pe S.
Pentru fiecare varf A; trasam dreapta SA;, care separad restul varfurilor in doua grupuri.
Consideram drept pozitiva orientarea data de sensul trigonometric si notam cu 7; multimea
varfurilor A; aflate de o parte a dreptei astfel incat unghiul A;A;S sa fie pozitiv. Fie a; = |Tj|
numarul de astfel de varfuri. Orice alegere a doua puncte din grupul T;, impreuna cu A;, va
forma un triunghi A; A;Aj care nu contine punctul S in interior. Numarul acestor triunghiuri
pentru un varf A; fixat este C’gi. Suma tuturor acestor configuratii care ,,rateaza” punctul
S este Y14 CZ,, iar fiecare triunghi care nu contine punctul S este numarat exact o singuré
datad In aceasta SUIMA. .. ...ttt 3p

n

Se observa ca suma valorilor a; reprezinta numarul total de perechi, adica E a; = CTQL =
i=1

n(n—1)

7 Conform inegalitatii mediilor (sau utilizand proprietatea de convexitate a functiei



4

combindri), suma Y 1" ; C2, este minimd atunci cdnd valorile a; sunt cat mai apropiate intre
ele. Deoarece n este impar, putem atinge simetria perfecta luand:
n—1
2
Aceasta valoare se obtine, de exemplu, cand P este un poligon regulat, iar S este centrul sau.
Numarul maxim de triunghiuri este
n(n—1)(n—2) pl2l 1) pn—1)(n+1)
np(S)=C3—n-C?_, = R — 2

p(5) =Gy 2t 6 2 24

Valoarea maxima a numarului de triunghiuri este %. ........................... 5p

a1:a2:~--:an:




