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Clasa a XI-a Barem

1. Fie A ∈ M2(R) astfel ı̂ncât trA = 1. Arătat, i că det(A2 +A+ I2) ≥ 3.

Solut, ie. Fie ε = −1+i
√
3

2 . Avem det(A2 + A + I2) = det[(A − εI2)(A − ε̄I2)] = det(A −
εI2) · det(A− ε̄I2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

Fie P = x2 − x + d, cu d = detA. Atunci det(A2 + A + I2) = |P (ε)|2 = |ε2 − ε + d|2 =

d2 + 3 ≥ 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5p

2. Fie matricele A,B ∈ Mn(C), n ∈ N, n ≥ 2 astfel ı̂ncât AB + ϵA + ϵ2B = On, unde

ϵ = −1+i
√
3

2 . Arătat, i că AB = BA.

Solut, ie. Avem ε3 = 1 s, i AB + εA + ε2B = On ⇐⇒ AB + εA + ε2B + ε3In = In
⇐⇒ (A+ ε2In)(B + εIn) = In. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

Rezultă că B + εIn = (A+ ε2In)
−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Atunci (B+εIn)(A+ε2In) = In =⇒ BA+εA+ε2B+In = In = AB+εA+ε2B+In =⇒
BA = AB. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

3. Fie M = {A ∈ Mn(R)| detA ̸= 0} s, i funct, ia f : M → M, f(A) = A∗ (unde A∗ este

adjuncta matricei A). Determinat, i n ∈ N, n ≥ 2 pentru care funct, ia este bijectivă s, i apoi

aflat, i f−1.

Solut, ie. Avem relat, iile: detA−1 = 1
detA ; (αA)

−1 = 1
αA

−1, α ∈ R A∗ = (detA) · A−1 s, i

detA∗ = (detA)n−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Pentru ca funct, ia f să fie bijectivă trebuie ca pentru orice B ∈ M ecuat, ia ı̂n A f(A) = B

să aibă solut, ie unică. f(A) = A∗ = B =⇒ (detA) · A−1 = B =⇒ det[(detA)A−1] =

detB =⇒ (detA)n−1 = detB. Reiese că, pentru ca funct, ia să fie surjectivă trebuie ca n să

fie număr par. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

În acest caz, detA = (detB)
1

n−1 s, i obt, inem A = (detB)
1

n−1B−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Astfel f−1 : M → M, f−1(B) = (detB)
1

n−1 ·B−1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

4. Fie s, irul (an)n≥1 cu an = n2 −
n∑

k=1

√
n2 + k. Calculat, i lim

n→∞
an
n .

Solut, ie. an =
n∑

k=1

(n−
√

n2 + k) =
n∑

k=1

−k

n+
√
n2 + k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

Dar
−k

n+
√
n2 + 1

≤ −k

n+
√
n2 + k

≤ −k

n+
√
n2 + n

, ∀k = 1, n. Prin sumare obt, inem

− n(n+ 1)

2(n+
√
n2 + 1)

≤ an ≤ − n(n+ 1)

2(n+
√
n2 + n)

⇒ − n+ 1

2(n+
√
n2 + 1)

≤ an
n

≤ − n+ 1

2(n+
√
n2 + n)

de unde aplicând teorema cles,telui obt, inem lim
n→∞

an
n

= −1

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

5. Fie s, irul de numere reale (xn)n≥0 definit prin x0 ∈ (0,∞) s, i xn+1 = ln(1+xn), (∀)n ∈ N
a) Arătat, i că lim

n→∞
xn = 0.

b) Calculat, i lim
n→∞

nxn.

1



2

Solut, ie. a) Funct, ia f : [0,∞) → R, f(x) = x − ln(1 + x) este strict crescătoare (f ′(x) =
x

x+1 > 0,∀x ∈ (0,∞)) Deci f(x) > f(0) = 0,∀x ∈ (0,∞). Rezultă f(xn) = xn − ln(1 + xn) >

0 =⇒ xn > xn+1. S, irul (xn)n≥0 este strict descrescător s, i mărginit (0 < xn ≤ x0), deci

convergent.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Fie lim
n→∞

xn = l. Avem l − ln(1 + l) = 0, de unde l = 0 (ecuat, ia f(x) = 0 are solut, ia unică

x = 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

b) S, irul ( 1
xn

)n≥0 este strict crescător s, i
1
xn

→ ∞. Aplicând teorema lui Stolz-Cesàro

avem: lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n
1
xn

= lim
n→∞

(n+ 1)− n
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→∞

xnxn+1

xn − xn+1
= lim

n→∞

xn ln(1 + xn)

xn − ln(1 + xn)
=

lim
x→0

x ln(1 + x)

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

ln(1 + x)

x
· x2

x− ln(1 + x)
= 1 · lim

x→0

x2

x− ln(1 + x)

l′H
= lim

x→0

2x

1− 1
x+1

= 2.

5p

6. Fie funct, ia f : R → R, f(x) = (3x + 2)|x − a| + x2|x − b|. Determinat, i (a, b) ∈ R × R
astfel ı̂ncât funct, ia să fie derivabilă pe R.

Solut, ie. Avem f(x)− x2|x− b| = (3x+ 2)|x− a| (1)

i) Dacă b = 0 atunci funct, ia x 7→ x2|x| este derivabilă pe R, deci s, i funct, ia x 7→ (3x+2)|x−a|
trebuie să fie derivabilă pe R s, i rezultă a = −2

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

ii) Dacă a ̸= b ̸= 0 atunci funct, ia are derivate laterale diferite ı̂n punctul b, ceea ce nu

convine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Pentru a = b ̸= 0 avem f(x) = (x2 +3x+2)|x− a| care este derivabilă pe R dacă s, i numai

dacă a ∈ {−1,−2}. Obt, inem (a, b) ∈ {(−2
3 , 0), (−1,−1), (−2,−2)}. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

7. Fie f, g : R → R două funct, ii cu proprietăt, ile:

a) f injectivă;

b) g surjectivă;

c) |f(x)− f(y)| ≤ |g(x)− g(y)|, ∀x, y ∈ R.
Arătat, i că funct, ia f este continuă dacă s, i numai dacă funct, ia g este continuă.

Solut, ie. ,,⇐=” Dacă g este funct, ie continuă rezultă că s, i funct, ia f este continuă, deoarece

lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| ≤ lim
x→x0

|g(x)− g(x0)| = 0 =⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

,,=⇒” Din ipoteză, f : R → Imf este bijectivă. Apoi x ̸= y ⇒ f(x) ̸= f(y) ⇒ g(x) ̸= g(y),

deci g este injectivă; cum g este s, i surjectivă reiese că g este bijectivă. Fie F : Imf → R
inversa lui f . Din ipoteză, avem

∣∣f (
g−1 (x)

)
− f

(
g−1 (y)

)∣∣ ≤ |x− y| ,∀x, y ∈ R. . . . . . . . . . .3p
Deci h = f ◦ g−1 : R → Imf este lipschitziană (s, i bijectivă). Reiese că h este continuă, deci

h−1 : Imf → R este continuă. Avem h−1 = g ◦F , deci g = h−1 ◦F−1 = h−1 ◦ f , ceea ce arată

că g este continuă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p

8. Arătat, i că există o unică funct, ie f : [0,∞) → R astfel ı̂ncât (f(x))3 + x · f(x)− 1 = 0,

(∀)x ∈ [0,∞]. Arătat, i că funct, ia este derivabilă pe [0,∞) s, i f ′(x) = − f(x)
x+3f2(x)

.

Solut, ie. Din enunt, x = 1−f3(x)
f(x) cu f(x) ̸= 0,∀x ∈ [0,∞). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Considerăm funct, ia g : (0, 1] → [0,∞), g(y) = 1−y3

y . lim
y→0

g(y) = ∞; g(1) = 0, g′(y) =

− 1
y2

−2y < 0, y ∈ (0, 1]. Rezultă că funct, ia g este continuă s, i bijectivă, iar inversa ei y = f(x)

verifică exact relat, ia din enunt, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5p

Cum f = g−1 rezultă că f este continuă s, i cum g′(y) ̸= 0, ∀y ∈ (0, 1] obt, inem că f este

derivabilă, iar f ′(x) =
1

g′(f(x))
=

1

− 1
f2(x)

− 2f(x)
= − f(x)

x+ 3f2(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p


