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Clasa a XI-a Barem

1. Fie A € M3(R) astfel incat trA = 1. Aratati ca det(A? + A + I3) > 3.
Solutie. Fie ¢ = _1%“/5’ Avem det(A2 + A + L) = det[(A — el2)(A — £I5)] = det(A —

€ln) - det(A — EI0) oo 5p
Fie P =22 — 2 +d, cu d = det A. Atunci det(4%2 + A+ 1) = |P(e)]? = |2 — e+ d|? =
B2 4 3 > B 5p

2. Fie matricele A, B € M,(C), n € N, n > 2 astfel incit AB + €A + ¢2B = O,,, unde
€= _1%“/3 Aratati ca AB = BA.
Solutie. Avem €2 = 1si AB+cA+¢?B =0, <= AB+cA+&?B +£%1, = I,

= (A4 L) (BAely) = L oo 4p
Rezultd cad B +el, = (A4 €2L,) T oo 3p
Atunci (B+e¢l,)(A+¢e%l,) =1, = BA+eA+e’B+1,=1,= AB+cA+e*B+1, —
BA = A . e 3p

3. Fie M = {A € M, (R)|det A # 0} si functia f : M — M, f(A) = A* (unde A* este
adjuncta matricei A). Determinati n € N, n > 2 pentru care functia este bijectiva si apoi
aflati f~—1.

Solutie. Avem relatiile: det A™' = Lo (ad)™! = LA7 o e R A* = (det A) - A7 si
det A% = (det A) . Lo 2p

Pentru ca functia f sa fie bijectiva trebuie ca pentru orice B € M ecuatia in A f(A) = B
s& aiba solutie unici. f(A) = A* = B = (detA) - A™! = B = det[(det A)A~!] =
det B = (det A)"~! = det B. Reiese ci, pentru ca functia s& fie surjectivé trebuie ca n sa

Bl MUINAT DAL . ettt ettt e ettt e e e e e e e e e 3p
~ 1 1
In acest caz, det A = (det B)»—1 si obtinem A = (det B)»—1B~1. ...................... 3p
1
Astfel f71: M — M, fH(B) = (det B)m—T - B=h .. 2p
n
4. Fie sirul (ap)p>1 cu a, = n?— Z vn? + k. Calculati lim %=,
- 1 n—oo
n N n —k
Solutie. a, = ) (n—vVn2+k)= T 4p
s TR
—k —k —k
Dar < < , Vk = 1,n. Prin sumare obtinem
n+vni+1 " n+vn2+k n+vVnZ+n ’
n(n+1) e, < n(n+1) N n+1 <O n+1
J— a J— J— — J—
2n+vn2+1)~ "7 2n+Vn2+n) 2(n+vn?+1) — n = 2(n++vVn?+n)
1
de unde aplicand teorema clestelui obtinem lim T RO 6p
n—oo n 4

5. Fie sirul de numere reale (z,,)n>0 definit prin zo € (0,00) si 41 = In(1+zy,), (V)n € N
a) Aratati ca lim z, = 0.
n—oo

b) Calculati lim nzy,.
n—oo



Solutie. a) Functia f : [0,00) — R, f(z) =  — In(1 + x) este strict crescatoare (f'(z) =
1 > 0,Vx € (0,00)) Deci f(x) > f(0) = 0,Vz € (0,00). Rezulta f(zn) = zn — In(1 + z5) >
0 = =z > xpt1. Sirul (z,)n>0 este strict descrescator si marginit (0 < z, < z9), deci

COMVETZEIIE. .« o ettt et e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e 3p
Fie li_>m Tn =1. Avem | —In(141) = 0, de unde [ = 0 (ecuatia f(z) = 0 are solutia unica
n—oo
= ) ot 2p
b) Sirul (ﬁ)nzo este strict crescator si ﬁ — o00. Aplicand teorema lui Stolz-Cesaro
1) — In(1
avem: lim nz, = lim % = lim w = lim _Inntl oy ZnIn(l + zn) =
n—00 n—00 o n—00 T T e n—00 Ty — Tpi1l n—00 Iy — h’l(l + :Ijn)
2 2 ,

zln(l + ) — lim In(1+z) x 1. lim x UH 2x s

a—0z—In(l+2z) 220 x x —1In(1+ x) a0z —In(l+z) 2201 — L

5p r+1

6. Fie functia f : R = R, f(z) = (32 + 2)|z — a| + 22|z — b|. Determinati (a,b) € R x R
astfel incat functia sa fie derivabila pe R.

Solutie. Avem f(z) — 2%z — b| = 3z +2)|z —a| (1)

i) Daca b = 0 atunci functia = — 22|z| este derivabild pe R, deci si functia x — (32+2)|z—al
trebuie sa fie derivabild pe R si rezultd a = —%. ......................................... 3p

ii) Daca a # b # 0 atunci functia are derivate laterale diferite in punctul b, ceea ce nu
&0 13141 0 1< P 3p

Pentru a = b # 0 avem f(x) = (22 + 3z + 2)|x — a| care este derivabild pe R daci si numai

dacd a € {—1,—2}. Obtinem (a,b) € {(—=2,0), (=1, -1),(=2,=2)} .o eveeiieiia., 4p

7. Fie f,g: R — R doua functii cu proprietatile:

a) f injectiva;

b) g surjectiva;

) [f(z) = f(y)] <lg(x) — g(y)], Yo,y € R.

Aratati ca functia f este continua daca si numai daca functia g este continua.

Solutie. ,,<=" Daca g este functie continua rezulta ca si functia f este continua, deoarece
xllgclo |f(z) — f(zo)] < xligclo lg(x) — g(x0)| =0 = mli%of(ﬂ”) = f(Z0)eeei 3p

,,—" Din ipoteza, f : R — Imf este bijectiva. Apoi x # y = f(z) # f(y) = g(x) # g9(y),
deci g este injectiva; cum g este si surjectiva reiese ca g este bijectiva. Fie F : Imf — R
inversa lui f. Din ipoteza, avem ‘f (g_1 (:c)) —f (g_1 (y))| <l|lz—y|,Ve,yeR........... 3p

Deci h = fog™': R — Imf este lipschitziana (si bijectiva). Reiese c& h este continui, deci
h=' :Imf — R este continua. Avem h™' = go F,decig=h"toF~! =h~lof, ceea ce arata
CA g €SHE COMBIMUA. . ...ttt et et e ettt e e et e 4p

8. Aritati ca existd o unica functie f : [0,00) — R astfel incat (f(x))> +x- f(z) —1 =0,

(V)z € [0, 00]. Aratati ca functia este derivabild pe [0,00) si f'(z) = —HJ;(J;";)@.
Solutie. Din enunt z = %igx) cu f(x) Z0,VE €0,00). ceviiiiiiiiiiii 2p
Consideram functia ¢ : (0,1] — [0,00), g(y) = % lin%]g(y) =o00; g(1) =0, ¢(y) =

Y—

—y% —2y < 0,y € (0,1]. Rezulta ca functia g este continua si bijectiva, iar inversa ei y = f(z)

verifica exact relatia din enunt. ... ... ..o 5p
Cum f = g~ ! rezulta ci f este continud si cum g¢'(y) # 0,¥y € (0,1] obtinem ca f este

1 1
derivabila, iar f'(z) = = = f@ 3p

J(f@) g —2f@) ot 3f)



