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Clasa a XII-a Barem
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1. Determinati primitivele functiei f : (1,00) = R, f(x) = LQ
Inz(z + In" z)
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deci f(z) = (In(z + In? x))/ —2(In(lnx))". Obtinem /f(x)dm =In :UT# +C...... 4p
n°x

2. Fie A un inel finit cu proprietatea ca exista a,b € U(A) astfel incat a — b € U(A).

a) Determinati suma elementelor inelului.

b) Dati un exemplu de inel cu proprietatea din enunt, in care 1 +1 = 0.

Solutie. a) Pentru ¢ € U(A), functia f. : A — A cu f.(x) = cx este injectiva, deci
bijectiva. Atunci § = Y 2 =Y cafe(x) = cdcaxr = cS. Obtinem aS = bS, deci

(a—0)S=0sicuma—beU(A)rezultd S =0.... oot 6p
1 0 11
b) Fie inelul A = Ms(Z2) cu operatiile uzuale si a = (i 2), b= (ﬁ i> Cum a,b si
0 1 . . R . e
a—b= (i A> € U(A), iar Iy + Iy = O4, inelul indeplineste conditiile cerute. ........... 4p

1

Solutie. Cum 1 € [0,1], din inegalitatea lui Bernoulli avem (1 + f(a:))% <1412 4p
Din C-B-S obtinem [} 1@ dz < \/ff Lda [ fa)de < (52 =1 4p
Atunci ff(l—i—f(m))ida:gff (1—}—@) de <14+1=2.........iiiiiiiiiii.. 2p

4. a) Fie f : R — R o functie injectiva. Stiind c& functia g : R — R cu g(z) = (22 + 1) f(z)
are primitive, demonstrati cd f este continua.

b) Dati un exemplu de functie f : R — R injectiva si discontinua, pentru care functia
h:R — R, h(z) = 22f(x) are primitive.

Solutie. Cum f este injectiva, este suficient sa aratam ca f are proprietatea lui Darboux.
Fie a < b si v intre f(a) si f(b). Fie G o primitiva a lui g si H : [a,b] - R, H(z) =
G(z) — v (‘”—; + ). Fie u,v € [a,b] puncte de minim, respectiv maxim ale lui H. Cum
H'(z) = (22 +1)(f(x) — ) si f e injectiva, atunci H' nu este functia nula, deci u # v. Daci
{u,v} = {a,b}, atunci H'(a)H'(b) > 0, de unde (f(a) — v)(f(b) — ) > 0, in contradictie
cu alegerea lui 7. Deci cel putin unul din punctele de extrem cade in (a,b). Din Fermat,
exista ¢ € (a,b) cu H'(c) = 0, de unde (¢? + 1)(f(¢) — ) = 0. Obtinem f(c) = v, deci f are
proprietatea lui Darboux.
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Observatie. Alti abordare este si aratam ca f = g/(z?+ 1) are primitive sau, mai direct,

s& invocam teorema lui Jarnik despre functii cu proprietatea Darboux. .................. 6p
z,x <0 : o VI
b) Alegem f : R — R, f(x) = . Functia f este injectiva, discontinua, iar
z+1,z>0
functia h este continua, deci are primitive....... ... .. i 4p

5. Fie p si ¢ numere naturale cu 3 < p < ¢ si K un corp de ordin ¢ si caracteristica p.
Pentru fiecare n € N* notam cu 4, = {z" | z € K}.

a) Aratati ca Ay = Ay,

b) Determinati ¢ stiind ca Ay # A,,Vn € {1,2,3,...,g— 1} \ {2,2p}.

Solutie. Cum K e corp rezulta ¢ = p™, m > 2. Aratam ca Ay = Ay, si A, = K, pentru
orice r € N, (r,q —1) = 1. Fie f : K* - K*, f(x) = 2". Atunci f(z) = f(y) = 2" = y" si
cum 297t = y971 (r,qg — 1) = 1, rezultd x = y. Obtinem f injectivi, deci bijectiva, de unde
A, =TImfU{0} =K. Atunci Ay = K2 = (K")?2 = K¥ = Agp. oo 5p

a) Cum (p,q—1) = (p,p™ — 1) = 1, rezultd concluzia...................coiiiiii.. 2p

b) Cum (p%,q — 1) = (p?,p™ — 1) = 1, rezulta Ay = Agp2, deci 2p% > g = p™, deci m = 2.
Cum cel putin unul din numerele p — 2 si p + 2 e coprim cu p? — 1, rezulta Ay = Ag(p—2) sau
Az = Ag(pyo), deci 2p +4 > p?ydeunde p=3siq=9. ... .. i 3p

Observatie. Corpul Fg are proprietatea din enunt deoarece A; = A3 = A5 = A7 = Fy,
Ag = Ag # Fyg deoarece |Ag| =5, Ag # Ag = {0, 1} si As # Ay, deoarece |A4| = 3.
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6. Calculati lim </ Mdt— 3érln(ac2 + 1))
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Solutie. Pentru z > 0 fie I(z) = / dt. Cu substitutia ¢ = — obtinem
u

1/x
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deci 21(z) = / g+t CACRE I ”/ Sdt = " ln(2a?). . 5p
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Limita ceruta este lim 1(111(2932) —In(z? 4+ 1)) = 2o 2p

7. Se considers polinomul f = X% + X3 + X2+ X +2 € C[X]. Aratati ci;
a) f nu are nicio radacina reala.
b) pentru orice k € Z, numarul f(k) nu este patrat perfect in Z.

Solutie. a) Fie z € R. Cum functia z° este strict crescatoare, rezulta f(z) = “;5:11 +1>1
pentru x # 1 si f(1) =6, deci f nu are radacini reale. .......... ... ... oo 4p
b) Presupunem ci exists k € Z astfel incat f(k) = ¢% cu ¢ € N, ¢ > 2. Atunci k* + k3 +
k? + k41 = ¢?* — 1 si fie r un divizor prim al Iui ¢> — 1. Rezulti r divide k° — 1, deci ordinul
Tui k0 (ZE,-) €8Ee 1 SAW Buvv sttt et e 3p
Daci ordinul este 1, atunci k = 1 sil+1414+1+1=0,deci5 =0, de unde obtinem
r = 5. Daca ordinul este 5, atunci 5 divide r — 1, deci r = 5t + 1,¢t € N*. Rezulta ca divizorii
primi ai lui ¢ — 1 si ¢+ 1 sunt 5 sau de forma r = 5t + 1. Obtinem §— 1,4+ 1 € {(A)7 i} in Zs,
deci G € {1,2} si G € {0,4}, contradiCtie. . . ... ..uunnne e 3p
Observatie. Punctul b) se poate face si urmarind felul in care valorile lui f in punctele

intregi se pot incadra intre patrate perfecte consecutive.
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8. Fie n € N* si G o parte stabila si finita a lui M»,(C) in raport cu inmultirea matricelor,
astfel incat rang(A) > n + 1, oricare ar fi A € G si rang(A — B) > n, pentru orice 4, B € G,
cu A # B. Aratati ca (G, -) este grup.

Solutie. Fie A € G. Cum G e finitd, existd p,q € N* astfel incat APT¢ = AP. Cum
AP(A? — Iy,) = Oagy,, din relatia lui Sylvester rezultd 0 = rangAP(A? — Iy,) > rangAP +
rang(A? — Is,) — 2n si, cum AP € G, deci rangAP > n+ 1, obtinem rang(A? — I»,) <n—1.4p

Daca B € G, atunci BA? € G si cum rang(BA?— B) = rang B(A9—Iy,,) < rang(A?—1I,) <
n—1, rezulta BAY = B si, analog, cum AYB € G, rezulta AYB = B, deci F = A1 este element
neutru, element care, din unicitate si constructie, este putere nenula a oricarei matrice din G.
4p

Fie X € G sis € N* cu X° = E. Atunci XX*7! = X%71X = X? = FE, deci X este
SINEtTIZabIL. . . . 2p



